TEORIA DE LA MEDIDA

Sesién 09

Funciones integrables

Definicién 1. Se dice que una funcion medible f es integrable sobre un conjunto E € £ (R)
st [, |fld\ < 0.

Proposicién 1. Si f es una funcion integrable sobre R, entonces f es finita casi en todas
partes.

Demostracién
El resultado es un corolario de la proposicién 77

Proposicion 2. Una funcion medible | es integrable sobre un conjunto medible E si y sdlo
st ft y [~ son integrables sobre E.

Demostracion

Se tiene fT < |f|y f~ < |f], asi que si f es una funcién medible integrable sobre E, entonces
fT y f~ son también integrables sobre E.

Inversamente, si f* y f~ son integrables sobre E, entonces [, |f|d\ = [, fTd\+ [, f~d),
asi que f es también integrable sobre F.

Definicién 2. Si f una funcion medible e integrable sobre un conjunto medible E, se define
su integral sobre E, [ r fdX, de la siguiente manera:

S faAN= [ fTdXx— [, [~dX
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Proposicién 3. Sean f y g dos funciones medibles e integrables sobre un conjunto medible
E, entonces:

1. Para cualquier nimero real c, la funcion cf es integrable sobre E y:
Jpefdh=c [, fdA
2. Si f < g sobre E, entonces [, fd\ < [, gdX.

SIS YRS ATION
Demostracién
1. lef| < [el I£1, ast que [, |ef] dA < oc.
Si ¢ < 0, se tiene:
(ef)" = lel f~ v (cf)” = le £+, asf que:
[y cfdd = fylel A~ [ylel £+
=—c [, fd\+c [ frax=c ([, fdr+ [, [Td))
=c [, fdX
Si ¢ > 0, se tiene:
(ef)" =cfTy (af)” = cf ™, asf que:
Jpefdh= [peftdx— [pef~dN=c([, frdX— [, f~d\)
=c [, fdX
2. Si f < g sobre E, entonces g — f > 0 sobre F, asf que:
Jpgd\— [, fdh= [, (g—f)dA>0

Por lo tanto:
fE fd\ < fE gdA

A [ faN = [Jp FrdX = [ f7AA] < [p FrdA+ [ f7dA = [ | dA.
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Proposicién 4. Sean [ y g dos funciones medibles e integrables sobre un conjunto medible
E yh:R — R una funcion medible tal que h(z) = f(x) + g (x) en todos los puntos x € E
para los cuales f (z) + g () esté definida, entonces h es integrable sobre E y:

[ hdX = [, fAX+ [, gdA

Demostracién
Seal'={x € E: f(x)+g(z) estd definida}.
Como f y g son integrables sobre E, A (E —I') = 0, asi que:
[l fl Tp_rd\ = [, |g| In_rdX = [, |h] Ip_rdA =0
Por otra parte:
\hIv| = |fIr + gIr| < |fIr| + |glr]|, asi que fE |h| IrdA < oo.
Ademés:
(fIo+gIr)" = (fIv + gIr)” = flo + gl = (fIr)" = (fIr)” + (9Ir)" = (gIr)”
= (fIr)" + (¢Ir)" = (fIr)” + (9Ir)~
Asi que:
(fIv + gIr)" + (fIr)” + (9lv)” = (fIr + gIr)” + (fIr)" + (gIr)"
Por lo tanto:
Jp (FIr + gIr) " dA + [ (fIr)” dA+ [ (gIr) ™ dA

= [ (FIr +gIr)” dX+ [ (FIr)"dA + [ (9Ir)" dA

De lo cual se sigue:

[ohIrd)\ = [ (fIr + gIr) d\ = [, (fIr + gIr) " d\ — [ (fIr + gIr)~ dX
= [ (FIr)" dA+ [ (9Ir) " dA = [ (fIr)” dX = [, (gIr)” dA

= (Jo (FIe)"dh = [ (fIr)” dA) + ([ (9Ir) " dX = [ (9Ir)~ d))

= [, fIrd\+ [, gIrdA
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Un razonamiento de induccién permite demostrar el siguiente corolario:

Corolario 1. Sean fi,..., f, n funciones medibles e integrables sobre un conjunto medible
E, ai,...,a, numeros reales y h : R — R una funcion medible tal que h (x) = ;_, apfi (x)
en todos los puntos = € E para los cuales Y, _; ay fr, (z) esté definida, entonces h es integrable
sobre E y:

S hdh =375 an, [ frdA

Proposicion 5. Sean f y g dos funciones medibles e integrables, entonces:

1. Si [, gd\ > 0 para cualquier E € £(R), entonces AN{z € R: g(z) <0} = 0.
2. [, fd\ < [, gdX para cualquier E € £(R), entonces A{z € R: f (z) > g (x)} = 0.
3. [, fdAX = [, gdX para cualquier E € £ (R), entonces AM{x € R: f (z) # g (x)} = 0.

Demostracion

Supongamos que [ z9d\ > 0 para cualquier £ € £(R) y, para cada n € N, sea E, =
{x ER:g(x) < —%}, entonces, para cualquier n € N, se tiene:

0< [z gd\ < =X (E,)
Asi que A (E,) = 0.
Finalmente, A{zx € R: g () < 0} = A (U2, E,,) = lim,,..o0 A (E),) = 0.

Las otras dos afirmaciones se siguen como corolario de la primera.



Pasemos ahora a demostrar el segundo de los teoremas de convergencia de la integral.

Teorema 1. Sea g una funcion no negativa, integrable sobre un conjunto medible E y (fy),,en
una sucesion de funciones medibles tales que |f,| < g y f = lim,..o fr eziste excepto a lo
mds en un conjunto de medida cero, entonces:

Mmoo [ [fo — fldA =0
Demostracién
Para cada n € N, sea h, =29 — |f, — f|, entonces, por el lema de Fatou, se tiene:
2 [ gd\ = [, lim, .o hpdA
< liminf, .o [ hpdX =2 [, gd\ —limsup, o [, |fn — fldX

Asi que:

lim sup,,., o, fE |fo = fldA =0

Corolario 2 (Teorema de la convergencia dominada). Sea g una funcion no negativa,
integrable sobre un conjunto medible E, y {fn},cn una sucesion de funciones medibles tales
que | fo| < g ylim,..o [ existe excepto a lo mds en un conjunto de medida cero, entonces:

[ Mg frdh = 1y, sy [ frdA

Demostraciéon

Sea f = lim,..o fn. Entonces:

| [ fAN = 1limy0 [ fodA| = Umpeoo | [ (fa — f) dA| < lmyooo [3 [ fo — fldA =0



Funciones de variacion acotada

Definicién 3. Dada una funcion g : [a,b] — R y una particion P = {xg,z1,...,2,} del
intervalo [a,b], definamos Vy(P) =3 1_, |g(x) — g(zk—1)|-

Diremos que g es de variacion acotada en [a,b] si:

Vyla, b) = sup {V,(P) : P es una particion de |a,b]} < oo

Proposicién 6. Si g : [a,b] — R es de variacion acotada, entonces estd acotada.
Demostracién

Dado cualquier punto = € [a, b], consideremos la particién P = {a, z, b}; se tiene entonces:
[f (@) = [f(a)] < [f(z) = fla)] < |f(z) = fla)|+ | f(b) = f(x)] = Vy(P) < Vgla, D]

Asi que:

[f(2)] < [f(a)] + Vyla, b]

Proposicién 7. Sea g : [a,b] = R yc € [a,b], entonces Vy[a,b] = V,[a,c|] + V,[c,b].
Demostracién

Si P; es una particién de [a,c] y P, es una particién de [c, b], entonces P = P, U P es una
particién de [a, b] y se tiene:

Vo(P1) + Vy(P2) = Vy(P) < Vyla, 0]
Por lo tanto:
Vgla, o + Vg[e, 0] < Vyla, b]
Para probar la otra desigualdad, sea P una particién de [a,b] y Py = P U {c}, entonces:
P, = PyN [a, c] es una particién de [a, c|.
Py = PyN [¢, b] es una particién de [c, b].
y se tiene:

Vo(Po) = V(1) + Vg (o) < Vila, o] + Ve, b]
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Por otra parte, si ¢ € P, entonces V,(P) = V,(F,), mientras que si ¢ ¢ P, entonces ¢ €
(Tg, Tr11), donde zy y xp41 son dos puntos consecutivos de P, asi que:

19(zrs1) — g(ai)| < [g(xr4) — g(c)] +1g (c) — g(ar)|
Por lo tanto, en cualquier caso:
Vo(P) < Vy(Ry) < Vgla, ] + Vy[e, b]
Asi que:

Vgla, b < Vgla, ¢ + Vyle, O]

Corolario 3. Sea g : [a,b] — R y ¢ € [a,b], entonces g es de variacion acotada en el
intervalo [a, b] si y sdlo si es de variacion acotada en cada uno de los intervalos [a, c] y [c, b].

Corolario 4. Sea g : [a,b] = R y [c,d] C [a,b], entonces V, [c,d] < V,[a,b].

Teorema 2. El conjunto de funciones de variacion acotada, definidas en un mismo intervalo
la,b], forma un espacio vectorial.

Demostracién
Obviamente, si g es de variacién acotada y ¢ € R, entonces cg es de variacién acotada.

Sean fy g funciones de variacién acotada en el intervalo [a,b] y P = {xq, 21, ..., x,} cualquier
particién de [a, b]. Se tiene:

Vigg(P) =320 [(F + 9) (i) = (f + 9) (i) = 200, |[f (@) — flzima)] + [9(2i) — g(zi-a)]]
<oy [ f () = flo)| 4+ 320 g(w) — g(@i1)| < Vila, b] + Vyla, ]

Asf que, tomando supremos:
Vitgla, bl < Vila,b] + Vya, b] < oo

Por lo tanto f + ¢ es de variacién acotada en [a, b].
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Proposicién 8. Si g : [a,b] — R es una funcién mondtona, entonces es de variacion acotada.

Demostracion

Si P = {xg,x1,...,%,} es cualquier particién de [a, b, entonces:
Vo(P) = >k l9(zx) — g(ai-1)| = |g (b) — g (a)

Asi que:

Vgla, b] = |g (b) — g (a)| < o0

Corolario 5. Si g1 : [a,b] — R y g2 : [a,b] — R son funciones no decrecientes, entonces
g1 — g2 es de variacion acotada.

Corolario 6. St g1 : R — R y g5 : R — R son funciones no decrecientes, entonces g — go
es de variacion acotada sobre cualquier intervalo compacto.

Teorema 3. 5i g : R — R es una funcion de variacion acotada sobre cualquier intervalo
compacto, entonces se puede expresar como la diferencia de dos funciones no decrecientes.

Demostraciéon

La idea de la demostracién consiste en definir una funcién V', no decreciente, tal que V' — ¢
también sea no decreciente.

Hay un problemita que es necesario salvar para poder definir la funcién V; se trata de que
estamos tomando una funcién g definida sobre todo R de la cual tinicamente sabemos que
es de variacién acotada sobre cualquier intervalo compacto.

Si a € R, definamos V' : [a,00) — R como V (z) = V, [a,z] y tomemos z,y € [a,c0) tales
que x < y; entonces se tiene:

Vola,yl = Vyla, ] + Vg [z, 4]
Asi que:

Viy) = Vi(r)=Vyle,y] =0
Por lo tanto, V' es una funcién no decreciente.

Ademads, como V, [z,y] > g (y) — g (x), entonces V (y) — V (z) > g (y) — g (x); por lo tanto:



V(y)—gy) >V () —g(z)
Asi que V' — g es no decreciente sobre el intervalo [a, 00).

Pero, como deciamos, g esta definida sobre todo R; asi que es necesario hacer algunos ajustes
en la definicién de V' con el objeto de tenerla definida sobre todo R. Para esto, podemos
tomar un niimero real arbitrario ag y primero definir V' sobre el intervalo (—o0, ag] y después
sobre el intervalo [ag, 00).

Sobre (—o0, ag] podemos definir V' (z) = —V, [z, ao] (el signo — es para que V' sea no de-
creciente); mientras que sobre [ag, 00) podemos definir V' (z) = V [ag, z]. La funcién V' asi
definida toma valores menores o iguales a cero sobre (—o0, ag] y valores mayores o iguales
a cero sobre [ag,00) (en 0 toma el valor 0); asi que es una funcién no decreciente definida
sobre todo R.

Por comodidad vamos a tomar ag = 0.

Definamos entonces la funciéon V' : R — R de la siguiente manera:

—V, [2,0] siz e (—o0,0)

Vi(z)=19 0 siz=0
V,[0,2]  sixe (0,00)

Si z <y, se tiene:

Asi que:

Por lo tanto:

Asi que V es una funcién no decreciente.

Adems3s:

Volz,y] > g (y) — g (x)] > g(y) — g (x)

Por lo tanto:

Vy)—Vi(z)>g(y) —g(z)

Asi que:



10

Vi(y)—g(y) =V (z)—g(z)
Es decir, V' — g es una funcién no decreciente.
Definiendo hy =V y hy =V — g, se tiene:

g="hi—hy

Combinando los dos 1ltimos resultados, se tiene el siguiente:

Teorema 4. Una funcion g : R — R es de variacion acotada sobre cualquier intervalo
compacto si y sélo si se puede expresar como la diferencia de dos funciones no decrecientes.
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Estudio de las discontinuidades de una funcién de variacion
acotada

Sea f: R — R una funcién no decreciente. Por ser monétona, f tiene limites por la derecha
y por la izquierda en todo punto x € R; en efecto, sea xq € R, entonces:

f(z) > f(x) para cualquier z > x.
f(z) < f(xp) para cualquier z < x.

Asi que el conjunto {f(z):x > xo} estd acotado por abajo y el conjunto {f(z):z < o}
estd acotado por arriba. Por lo tanto:

f(ro+) = lm, ot f(x) =nf{f(z) 2z > 20} €R
f(xo—) =lm, . f(z) =sup{f(z):z <z} €R

Por lo anterior, f no tiene discontinuidades oscilatorias; es decir, todas sus discontinuidades
son de salto.

Proposicion 9. Toda funcion no decreciente f : R — R tiene a lo mds un conjunto nume-
rable de discontinuidades.

Demostracién

Sean m,n € N y definamos:

Amn = {x € (=m,m) : f(z+) — f(z—) > 3}
Am ={x € (=m,m) : f(z+) # f(z—)}
A={z eR: f(a+) # f(z—)}

Sea M € N tal que 2 > f(m) — f(—m).

SikeN xy,29,...,05 € App y 21 < 22 < -+ < 1, €ntonces:

flm) = f(=m) = " [f(axt) = flae—)]

Asi que:

Por lo tanto, k < M; asi que A,,,, es un conjunto finito.
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Adems3s:

Am - Uzozl Am,n

Por lo tanto, A,, es un conjunto a lo m4s infinito numerable.

Finalmente:

A= U::1 A,

Asi que, también A es un conjunto a lo mas infinito numerable.

Corolario 7. Una funcion de variacion acotada sobre cualquier intervalo compacto tiene a
lo mds un conjunto numerable de discontinuidades.

Teorema 5. Si g : R — R es una funcion de variacion acotada sobre cualquier intervalo
compacto, entonces se puede expresar como la diferencia de dos funciones no decrecientes,
fi: R—=>Ryfy:R—R, las cuales no tienen discontinuidades en comin del mismo lado.

Corolario 8. St g : R — R es una funcion continua por la derecha y de variacion acotada
sobre cualquier intervalo compacto, entonces se puede expresar como la diferencia de dos
funciones no decrecientes continuas por la derecha.

Corolario 9. Si g : R — R es una funcion continua por la izquierda y de variacion acotada
sobre cualquier intervalo compacto, entonces se puede expresar como la diferencia de dos
funciones no decrecientes continuas por la izquierda.

Corolario 10. St g : R — R es una funcion continua y de variacion acotada sobre cual-
quier intervalo compacto, entonces se puede expresar como la diferencia de dos funciones no
decrecientes continuas.



